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前向网络全局最优化问题研究

董 聪

(清华大学土木工程系
,

北京 1 0 0 0 5 4 )

〔摘要〕 简要回顾前向网络研究的历史
,

对其中若干经典成就做简要的介绍和评论
。

在对多层前

向网络全局最优化问题所涉及的几个主要方面进行深入剖析的基础上
,

给出了全局最优化算法应

具备的基本条件和一种算法格式
,

对所给算法格式的收敛性做 了理论证明
。

本文指出
,

将数论和

多元非线性回归的有关方法和成果引人前向网络研究领域是一个值得注意的发展趋势
。

仁关键词刁
·

前向网络
,

全局最优化
,

拓扑
,

非线性 回归
,

数论

引言

用一元函数的复合表示及逼近多元函数是数学中的一个重要问题
。

1 9 0 0 年
,

iH lb e rt 猜

想
:

多元连续函数不能用一元连续函数的复合表示
。

iH lb e rt 的猜想在 1 9 5 7 年被著名数学家

A r n o id 和 K o zm o g o r o v
证伪

。

K o lm o g o r o v
证明

:

任一定义在 仁O
,

l 」
”

上的连续函数可用一些

一元连续函数的复合表示
。

K ol m og or vo 的工作初步奠定了多层前向网络映射能力数学证明

的基础仁1」
。

1 9 6 5 年
,

N i一s s o n
提出了含有隐节点的多层网络的构想 . 」。

1 9 6 9 年
,

M i n s k y 和 P a p e r t 对

感知机在处理非线性问题方面的局限性做了系统的分析
,

对多层网络是否存在有效的学习方

法持怀疑态度 [3〕 。

19 8 6 年
,

R u m e l h a r t
,

H i n t o n 和 w i ll i a m s
发现十余年前由 w e r b o s

发明的误

差反传算法 ( B a e k p r o p a g a t i o n e r r o r ,

B p ) 能够有效地解决多层网络中隐节点的学习问题〔`」 ,

证明 M in s k y 对多层网络的看法是不正确的
,

这一发现在一定程度上促成了人工神经网络研

究热潮的再度兴起 s[]
。

IL PP m a n n[
6

,
’ 」通过仿真研究发现

:

三层网络可以形成若干个复杂的决策

域
,

而四层网络则可以形成任意复杂的决策域
。

大量的仿真结果给人们一种启示
:

多层前向

网络可能具有实现任意复杂非线性映射的潜力
。

F u n a h a s h i仁
8〕

,

H o r n ik仁
9

, ’ 。」和陈天平仁川对理想网络的映射能力做了系统的证明
,

结论是
:

在

一个相当宽的范围内
,

多层前向网络具有以任意精度逼近定义在紧致子集上的任意非线性连

续函数的能力
。

在 F u
an h as hi 的证明中

,

隐节点函数限定为有界单调递增连续函数
,

H or in k 和

陈天平则发现
,

有界性是必要的
,

单调递增的限制条件并非必要
。

与此相应
,

本文作者给出

了 B P 算法的广义描述
。

广义 B P 算法和网络权值的具体修改方式不发生直接关联
,

不依赖于

神经元节点函数和系统误差函数的具体描述
,

只要求它们一阶可导即可
。

本文作者还证明
,

基

国家自然科学基金
、

航空科学基金和 8臼 计划资助课题
·

本文于 1 9 9 6 年 5 月 9 日收到
.
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义 B P 算法的任何全样本前向网络权值修改方式都是收敛的
。

5 h a : z 对发育中的 人脑进行

了深入的研究
’ ;2」

,

他发现在大脑发育过程中
·

轴突有选择地收缩和长出新的分枝
,

新的分枝

通过竟争的方式选择正确的靶位
,

并通过
一
定的机制消除选址的错误

。

本文作者将 S h a lZ 的发

现以计算机模拟程序的方式再现出来
,

提出 r 多层前向网络中跨层连接的概念及网络拓扑结

构简化的通用算法 文献 [ 1习 对网络的泛化机制和改进措施进行 了系统的分析
,

指出最简

网络拓扑结构不仅有利于硬件实现
,

也有利 f 卜刁络泛化功能的改善
〔 J

由 f 与前向网络相关的

其它
一

些问题已相继得以解决
,

前向网络的个局最优通近和全局最优拓扑构造这
一

长期以来
一

直未能有效解决的难题
,

迅速成为研究的热 饭
、

本文将系统介绍近来在 该领域取得的
`

些

进展
,

以期对前 向网络理论与应用研究的深入 与发展有所帮助

2 全局最优逼近算法

前向网络的全局最优主要有两个方面
:

一 足网络对离散点集的全局最优逼近
; 几是网络

的全局最优拓扑构造
。

影响第一个方面的主要 因素有
:

网络结构
,

网络权值的初始设定
,

网

络的学习算法
,

局部极小点及其逃逸算法 ( 随机游动算法 )
, “

过拟合
”
及其解决方法等

。

影

响第 几个方血的主要因素有
:

网络的构造法则
.

网络拓扑的
’

爹习算法等
、

网络结构依赖 于网

络所要逼近的具体对象
,

由于完成同样功能要求的网络结构可以多种多样
,

因此从网络的功

能要求出发来决定网络结构的努力是不现实的 现实的作法是
,

建立合理的网络构造法则
,

通

过学习的方式来决定网络结构
。

网络权值初始设定的好坏不仅依赖于网络的拓扑结构
,

也依

赖于网络所要逼近的对象的具体性质和误差曲面的具体形态
,

这是一个学习过程结束之后才

可以判定的问题
。

在实际应用中
,

研究这一问题没有太多的意义
。

网络的学习算法是构成 网

络全局最优逼近的
一

个非常关键的因素
,

目前的研究大多集 中在网络权值的学习土
,

对网络

拓扑结构 (隐层数
,

隐节点数和节点函数类型等 ) 的学习研究得很少
。

权值的学 习又多集中

在学习速率方 l颐
,

对学习算法的收敛性和收敛点特性的研究做得 比较少 局部极小点问题是

非线性优化算法长期以来存在的尚未妥善解决的 个实质性问题
。

从理 沦上讲
,

只 有随机优

化算法有能力从根本上解决任意非线性系统的全局最优化问题
。

由寸
:

受计算条件的制约和问

题本身的复杂性
,

长期以来
,

随机优化算法的研究多表现为零散的仿真实验和启发式的构想
,

真正系统化的理论研究做得很少
。

在人 「
_

神经网络研究领域
,

目前用得最多的两种随机优化

算法是 H ( ) l l a n d
} ’ `」提 出的遗传算法 ( (

一

;。 r、 e t l。 八 ,、 。 :
`

; 、卜` r : 、
,

( ; A ) 和 M e t r o p ( ) 215 犷
, 7 J

提出的模拟退

火算 法
〔

从 原理 土 讲
,

遗传 算 法 及 其 变种 只是借 用 了
一
些 生 物 学 中 的 名词

,

如 种 群

( ,〕 ( ) ,。。 xa t i〔
) 1、 ,

、

交叉 ( c
r o 、 、 ( 〕v 。 : ) 和变异 ( 。 , , : : 、 ,飞 } ( , 。1。 等

,

炸不和生物进化学说 (如达尔文的

自然选择
,

孟德尔的遗传学说 ) 直接关联 从算法结构 上讲
,

遗传算法缺乏一种实现全局鼓

优化的内在机制
,

正因为如此
,

才使得遗传算法的变种层 出不穷
`
卫吕三 迄今为止

,

没有人从理

论上证明遗传算法具有实现全局最优化 的能力 模拟退火算法的情况有些不同
,

自从 ] 9 8 3 年

iK kr aP
t r , c k 首次采用非平稳 M a r k vo 链对模拟退火算法的全局优化能力进行证明以来

,

不断

有人采用类似方
一

法证明
:

模拟退火算法具有以概率 1 逼近全局最优解的能力
。

但已有的仿真

结果令人失望瞥’
` ,

一

,

因此 系列的改进算法相继出台
`

理论证明和仿真结果之间的巨大反差使

人有理由怀疑
:

理论证明过程和网络的实际学习过程之间存在定性 `本质 ) 的差异 由 少这
一

问题 比较复杂 作者将另 文洋述
-
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避免局部极小点的随机算法的关键是对应的逃逸算法
,

目前这方面的研究做得不够深入
。

逃逸能力和逃逸概率是两个不同的概念
。

如果实际的逃逸概率很小
,

且不说伪随机数发生器

有一个和计算机位数相关联 的循环周期
,

即使无此周期的存在
,

实际计算中也很难逃出局部
、

极小点
。

这方面深人的研究工作目前几乎没有做
。 “

过拟合
”
现象是网络隐节点过多的必然结

果
,

它的出现直接影响了网络的泛化能力
。

避免
“
过拟合

”
的关键是选择合适的隐节点函数

和合理的网络拓扑结构
。

目前
,

由于作者等人的工作
,

网络拓扑简化问题已基本解决
。

节点

函数类型的学习和网络拓扑结构的学习虽然有 了一些初步的研究成果 l[,
5」

,

但还有许多间题有

待更深人的探索
。

网络的构造法则原则上有两种方式
:

一种是删减法则
,

给出的前 向网络拓

扑结构简化的通用算法
; 另一种是扩张法则

,

如文献 [习 中提出的增殖变异法就属此类
。

从

原则上讲
,

删减法则虽有利于硬件实现
,

并在一定程度上可以缓解网络的
“
过拟合

”

现象
,

但

由于局部极值点的存在
,

因此不可能从根本上解决网络的全局最优拓扑构造问题
,

解决这 一

问题必须采用扩张式的网络构造法则
。

文献 仁1〕 对扩张式的网络拓扑构造法则的神经生理学

基础进行了比较充分的论证
。

从本质上讲
,

网络的全局最优逼近是问题的核心
,

其它问题都可以看作是为实现这一 目

的而诱发的附带问题
,

至少从工程应用的角度看是这样
。

全局最优点不一定是极值点
,

在网络权值取值区间为紧致子集的情况下
,

全局最优点就

可能是边界点
。

当隐节点函数为有界连续可导函数时
,

不论所要逼近的原始函数特性如何
,

其

网络描述形式皆为连续可导函数
,

因此
,

网络的全局最优逼近点必为边界点或误差面的极小

值点
。

在边界点上
,

误差面的梯度矢量中未达边界的各维的梯度分量为零
,

已达边界的各维

的梯度分量通常非零
,

寻优过程被强制中止
。

网络的逼近能力依赖于特定的网络结构
。

组成前向网络结构的四要素是
:

网络的隐层数
,

各隐层的节点数
,

各层间的连接关系和隐节点的特性
。

数学家们对理想网络的杰出研究成果

使人们普遍产生了一种误解
,

似乎对于多层前向网络而言
,

网络的隐层数和各层间的连接关

系二者与隐节点的函数特性是无关紧要的
,

起作用的只是隐层中的节点个数
。

F un
a h a s hi 证

明 s[J
,

当隐节点函数为有界单调递增连续函数时
,

三层前向网络具有以任意精度逼近定义在紧

致子集上的任意非线性连续 函数的能力
。

(H
) r in k比州和陈天平进一步证明〔 ’ `〕 ,

隐节点函数的有

界性是必要的
,

单调递增条件并非必要
。

需要指出的是
:

理想网络至少有三个基本特性
:

第

一是有无穷多个采样点
;
第二是有一个合理的采样结构

;
第三是原则上允许有任意多个隐节

点
。

如果说采样结构可 以采取一些合理的作法
,

比如采用数论中的完全佳格点集作为采样

点L“
, ` 5」来加 以改善的话

,

那么
,

进行无穷多次采样和采用任意多个隐节点在实用中则难以达

入 到
。

实际问题必然是在有限个离散采样点集的条件下
,

采用有限数目隐节点的网络对所给对

象进行逼近
。

研究工作表明
,

用于函数逼近时
,

多层前向网络中
,

各隐层的隐节点数目不应

多于采样点数
,

否则
,

必有冗余的隐节点可以归并
;
各隐层的隐节点数目也不应等于采样点

数
,

否则
,

网络将成为插值网络
。

插值网络对已学样本的系统误差为零
,

也就是说具有简单

而 良好的直接记忆功能
,

但不具有容错性和保证泛化能力的机制
,

而后者是函数逼近所必需

的
。

综土所述不难得出以 下结论
:

( l) 定义采样点数为 N
,

则用于函数逼近时
,

多层前向网络各隐层节点数的上限为 N 一 1 ;

( 2 ) 用
一

于函数逼近时
,

多层前向网络在极小值点和边界点上的系统误差非零
;
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( :3) 改善网络逼近精度的方式有四种

:

增加隐竹点数
,

增加隐层数
,

采用合适的层问连技

和合适的隐节点函数
;

( 4 ) 多层前向网络中
,

逆信息流方向
,

各隐层所 含的隐节点数以递增为宜
;

( 5 ) 网络对离散点集的最优逼近能力依赖 于网络结构

由 于网络对离散点集的最优逼近能力依赖 十网络结构
,

而网络结构的四要素中
,

除各隐

层的节点个数存在上限外
,

各层间的连接关系
·

隐层数 日和隐节点函数类型均无上限条件
「

因

此
,

严格意 义
_

_

L的网络对于离散点集的最优逼近问题或者不存在
,

或者很难求解
。

只有在限

定隐层数 目和限定隐节点函数类型的条件 卜
,

网络对离散 点集的最优逼近解才存在并唯
`

(最小系统误差唯一
,

相应的权矢量不一定唯
一

从 已经 证明
,

任何全样本前向网络训练算法

均是收敛的 有些文献由于作者对非线性规化 方法的收敛条件缺乏 了解而得不到收敛解
.

其

实
,

这和算法 本身无
_

直接关系
。

对 于这类情况本文不
一

子讨论

在算法结构 正确的前提
一

「
,

网络的逼近误差必单调 卜降
,

也就是说
,

网络必收敛于极小

值点 (或边界
J

叔
.

以 下统称为极值点 》 一如果极小旅 点附近的误差曲面比较平缓
,

网络结构的

收敛速率会比较低
,

此时可调整系统误差函数 以加速收敛

前文已经说过
,

在限定隐层数目和限定隐节点函数类型的条件 「
,

网络对离散点集的最

优通近解存在 以唯 一
。

现在
,

我们讨论最简
一

单的
一

种类犁
,

即不层前向网络
,

隐层的 节点函

数类型已确定
,

仅隐节点数目未定
·

在此特定条件 卜的网络全局最优逼近问题
。

由 于这一问

题涉及到网络结构 的演化和局部极值点的逃 逸算法这些 网络全局最优化问题 中最根本的问

题
,

因此
,

如果这一问题能够解决
,

那么更 般的网络优化问题也就能迎刃而解
。

由于极值点和网络结构有关
,

因此从局部极值点逃逸的方式至少有两种
: 一

是改变网络

结构
,

促使极值点发生转移
。

在本文的限定条件 卜
, ,: f通过扩允隐节点数来实现这种 方式

;
_-

是采用随机游动算法
,

在固定网络结构的条件 厂
.

通过更改权矢最
,

实现由当前极小值点向

更小的极值点或最小值点的转移
`

由于隐节点数存在 卜限
,

因此通过扩 充隐 节点数来实现极

值点转移的方式必然是收敛的
。

当隐层节点函数为有 界连续 可导函数时
,

不论所要逼近的对

象的具体特性如何
,

其网络描述均是连续可 导的 因此
,

在权值取值区间为紧致子集的条件

卜
,

网络所 表达的连续 函数其系统误差的最小值汽必然存在 因此
,

只要权值的随机游动算

法可保证权值取值区间内各点在概率意义 上是可达的
,

则必 可保证网络结构 以概率 1 实现对

离散点集的全局最优逼近

按此思路
,

可设计多种前向网络全局最优通近算法 其中的
一

种算法
一

前向网络全局

最优逼近算法格式如
一

F
:

( l) 根据问题的具体情况初定
一

个较小的网络结构 设定随机 更改权矢量的最大循环次

数为 R 。 ,

可接受的系统误差为
。 ,

当前隐节 点数为 刀
、 ;

( 2 ) 采用少
’

一

义 B P 算法训练网络权矢量 W
;

( 3 ) 如果 六 ( w ) 非极小值点
,

转到步骤 2
:

否则
,

执仃 卜 步 ;

咬们 如果 亢 ( w ) < : ,

转至步骤 1 2 ; 否则
,

执行 卜
、

步
;

t劝 置随机修改次数 R 。 ;

、 6 ) 生成权矢量 W 的高斯型随机修改量 川六 j ;

(了) 按
一

F述方式修改权矢量
:
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如果 五 ( w ( 1
1
+ g (R ) )

7
’

) < E ( w 少
,

则 W一 W ( 1
1
十 g (尺 ) )了

,

,

转至步骤 2 妾

如果 E (w ( ,
1
一 g (尺 ) )

7
’

) <五 ( w )
,

则 w 一 w ( ,
1
一 g (尺 ) )

`
’

,

转至步骤 2 ;
`

否则
,

R 一 R + 1
,

执行 下
一

步 ;

( 8) 如果 R < R 。 ,

转至步骤 6 ;否则
,

执行下一步
;

.

( 9 ) 如果 N
、
妻N 一 1

,

转至步骤 11 ;否则
,

执行下一步
;

l( 0) N
* 一 N

、
+ 1

,

增加一个隐节点
。

对新增隐节点的联接权值
,

按节点权值修改方式修

改
,

转至步骤 2 ;

( 1 1 ) 非正常结束
,

原 因为以下两种情况之一
:

第一 当前网络为全局最优逼近网络
,

但系

统误差达不到要求
,

可采用以下力
.

式试着加 以解决
:

( A )改变隐节点函数的类型
,

( B )增加隐层

数目
;
第

一

二
,

当前网络非全局最优逼近网络
,

可采用以下方式试着加以解决
:
( A ) 增大高斯型摄

动的方差
,

( B )增大高斯型随机权值修改的次数
;

( 1 2 ) 系统误差满足要求
,

存储有关网络结构信息
。

符号说明
: E

,

系统误差
; N

,

训练样本总数
; I : ,

各分量 皆为 1 的列向量
,

维数和权矢量 w

的相同
。

3 全局最优算法结构的讨论

设 K 为 尸 的紧致子集
,

X 任 K
,

.(̂ x ) 为实值连续 函数
,

宕( X ) 为 g ( x ) 的神经网络描述
,

习
、

为 、
一

的广义体积
,

则寿( x ) 的平方逼近误差为
:

: 一

静
、 `X , 一 g ` X ,〕Xdz ( l )

由于 g ( X )不确知
,

通常是通过对 X 进行采样
,

由 ( 2) 式来取代 ( 1) 式
:
一票

*

交仁
g (x ) 一 公( x )了

“ 、
下下

( 2 )

要使 ( 2) 式能够 比较准确地刻划 ( 1) 式的基本方面
,

采样结构应完整而准确地反映 g ( X ) 的两

个特征
: ( 1) 娜 X )所含的极值点总数

; ` 2) 刻 X )各极值点的位置和大小
。

解 X )所含的极值点数反映了 g ( X )的阶次和形态
,

是 g ( X )最本质的特征
。

在三层网络 中

表现为隐层所含的节点总数和隐节点的函数类型
,

在多隐层网络中还体现在隐层数上
;
到 X )

各极值点的位置和大小是其表象特征
,

在多层网络中表现为连接权矢量的具体取值
。

关于采样

结构除前文已经提过可采用数论中的完全佳格点集来定义采样点外
,

还有许多其它好的做法
,

对此作者将另文详述
。

本文仅讨论在采样点合适的条件下如何通过学习的方式建立最优或近

优网络结构
。

函数逼近中
,

在满足精度要求的前提下
,

逼近函数的阶次越低越好
。

低阶逼近 可以有效

地防止
“

过拟合
”

现象的发生
,

从而提高了逼近函数的预测能力
。

反映到多层前向网络中
,

就

是在满足精度要求的前提下
,

网络的隐节点数越少越好
。

这一思想体现在上节给出的前向网

络全局最优逼近算法中
,

就是将增加隐节点作为外置循环来处理
; 随机游动算法原则上也具

有搜寻极值点的能力
,

但效率太低
,

因此在我们设计的算法结构中
,

仅让它完成逃逸局部极

值点的任务
; 随机游动算法中随机权值修正量可采用高斯型

,

也可采用其它类型
,

权值取值

区间内各点的可达性是问题的关键
,

具体的随机游动方式 可以任选
;
采用高斯型摄动时

,

则
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其方
一

差以 人为
’

宜

要证明本文提出的随机优化算法 可实现全局最优
,

只需证明以下 4 个命题成立 即可

( l ) B P 算法可在有限步内实现系统误差的局部极小
;

(助 当前状态非全局最小值点时
·

逃逸算法可在有限步内实现 由当前极小值点 向存在 吏

小极值点的区域的转移
;

( 3 ) 系统 误差的极小值点的数 目是有限的
:

( 4 ) 通过扩充隐节点数实现极值点转移的方式昭在有限步内实现
。

很明显
,

同时满足 f l ) (扮 两条的随机优化算法 可单调收敛于全局最小值点
。

同时满足

( 1 ) (封条的随机优化算法可在有限步内实现全局最小化

关 于 B P 算法实现局部极小的能力已有系统的证明
·

此处不赘述
。

由士隐节点数 目存在 仁

限
,

因此通过扩充隐节点数实现极值点转移的方式必可在有限步 内实现
。

鉴于此
,

本文仅简

要讨论命题 佗 ) ( 3 ) 成 立的条件
。

设网络系统逼近误差存在 m ( m
_

) 扮 个取值不问的极小值点
,

将其大小按降阶排列 五 ,

)

E 。
卜龙 … 卜 厂 一 、 凡

,

设网络系统 目前处在状态
才

,

定 义

W
:
一

J

W
, 五 、 百 ` W

一 六 白
一

了 定 )7l ) 〔 3 )

设权矢量 W 的维数为
,一将 W

:

所覆盖的
厂“

维连通域的井
”

定义为 w
: ,

的广义体积 。 : ,

则称 为

了的不减函数
。

若存在 了2 、 , > 0, 则按本文给出的算法格式
·

权值取值区域内各点是可达的
,

即

P r ( ) b `日
: 小 ) 异 I〕 r ( ) b戈月 : ) 泣 f , ( k )

·

少) ( 4 )

也就是说当前状态非全局最小值点时
,

逃逸算法
;汀在有限步内实现由当前极小值

砂

点向存在更

小极值点 }K域的转移

对
一

于组合优化问题
,

其状态空间是有限的 l
一

叔 上尚部极小值点的数恒小 于其状态数
`

l川

此按本文给出的随机优化算法
,

必可确保在有限步内实现组合优化问题的全局最小化 对 于

多层前向网络
,

其状态空间是无限 (连续 ) 的
,

似对 于实际问题来讲
,

其网络逼近误差的局

部极小值点的数 目通常是有限的
,

因此按本文给出的算法格式
,

同样可保证在有限步内实现

系统逼近误差的全局最小化
。

4 需进一步研究的问题

本文对多层前向网络的全局最优问题进行
_

J
’

初步的研究
,

给出 了一 种新的算法结构
,

同

时留下了儿个尚待深人研究的问题
: ( l) 隐层 节点函数的结构化学习方法

; ( 2 ) 隐层数的结构

化学习方
一

法
L

一关于第一个方面
,

统计学中的投影 子踪算法值得借鉴
,

但仍有许多问题需要仔

细研究
;
关 f 第二个方面

,

目前几乎没有做什么深 人的研究 仁作
,

仿真实验做得 比较多
,

机

理性的分析有待加强
。

对于理想网络一早就知道
、

个隐层就够 了
;
对 于有限规模的实际网络

,

一个隐层有时可能不够
。

从定性的角度讲
,

增加隐层的作用
一

早已清楚
,

但定量方面的结构化

分析并未完成
,

而后者是建立关于隐层数的结构化学习算法所需要的
。

对前向网络学习算法的研究
,

有两个领域的研究成果很值得借鉴
: 一

个是多元非线性回

归
,

另 一个是数论
。

它们可能比函数逼证论更适合于处理有限规模的网络结构和有限数 晕的

离散采样点集条件下的实际网络逼近问题
。
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